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RESUMEN

Se presenta un método de solucion directa para estruc-
turas solicitadas dinamicamente sobre medios eldsticos
semi infinitos. El método consiste en modelar la region
cercana a la estructura con elementos finitos y la
region lejana con elementos infinitos. La rigidez dina-
mica de la region lejana a la estructura se representa
mediante elementos infinitos en el dominio de frecuen-
cias. Estos elementos son capaces de modelar la
radiacion geométrica de energia en forma de ondas
elasticas de Rayleigh, de corte y de compresion. El
método se aplica con éxito en el calculo numeéerico
de las funciones de flexibilidad dinamica de una placa
circular rigida apoyada sobre un medio semi infinito y
solicitada armonicamente. Al usar elementos infinitos,
el tamanio de la region cercana a la estructura puede
mantenerse relativamente pequetio, lo que se traduce

en soluciones economicas.

INTRODUCCION

En presencia de solicitaciones dindmicas, la interaccién de estructuras con el
suelo es materia de bastante interés. Actualmente se dispone de varias técnicas
numéricas y analiticas complicadas, aproximaciones ingenieriles simples y, even-

tualmente, algoritmos de computaciéon elaborados para resolver problemas de
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interaccién suelo-estructura, Las técnicas de solucién caen bajo dos plantea-
mientos bdsicos: un planteamiento directo y un planteamiento mediante sub-
estructuracion. El primero resuelve el problema en un solo paso, considerando
el sistema suelo-estructura de una vez. El segundo, formulado de varias maneras
por diferentes autores, puede ser bisicamente resumido como una solucion de
tres pasos, a saber: el problema de la impedancia de la fundacion, el problema
de dispersion de ondas en el medio de apoyo y el anilisis de interaccion en la
estructura. Cada uno de estos dos planteamientos tiene ventajas y desventajas,
pero no esta claro que haya una marcada superioridad de uno de ellos sobre ¢!
otro. Actualmente, la eleccién de uno u otro planteamiento se basa en la
familiaridad que tiene el analista con algunas técnicas de solucidén particular y/o
la disponibilidad de algoritmos adecuados. Sin embargo, las dificultades conti-
ndan después de decidir qué técnica de solucidén se usara. En efecto, persisten
aun problemas para definir adecuadamente las solicitaciones y los modelos del
medio de apoyo (suelo). En lo que resta, se trata el problema de la modelacién
del suelo simplificindolo como un material lineal elistico o viscoelistico.

En comparacion con la estructura que soporta, el suelo puede considerarse
como un continuo semi infinito tanto en el planteamiento directo como en el
de subestructuracién. Esta supocicidon asegura bajo toda circunstancia que no
existe un paulatino incremento de energia en el dominio considerado. Cuando
se consideran geometrias y condiciones locales complejas, la modelacién del
continuo semi infinito lleva a formulaciones discretas basadas en técnicas de
elementos finitos.

Los elementos finitos pueden modelar bastante bien y en forma econémica
la estructura y la regidén de suelo cercana a ella (regidn cercana, rc) no asi
la region lejana a la estructura (regién lejana, rl). Por lo tanto, es necesario
introducir una frontera artificial (frontera exterior, fe) a una cierta distancia
de la interfaz entre el suelo y la estructura. Ademis, se necesita asegurar que
la energia es irradiada hacia el exterior de la rc. Por lo tanto, el uso de elementos
finitos requiere una especial atencién en la fe. Se han propuesto diferentes for-
mulaciones hibridas para reemplazar la rl con representaciones discretas a lo
largo de la fe, las que han sido obtenidas mediante métodos o criterios indepen-
dientes. En otros trabajos' se hacen referencias a la mayoria de estas formula-
ciones. El éxito de ellas varia, pero de alguna u otra manera esti limitado por
las suposiciones hechas sobre la rl.

Alternativamente, se pueden utilizar elementos finitos e infinitos para
modelar la rc y la rl, respectivamente®'®*. Entonces, la 7l se representa en el
analisis mediante elementos infinitos deformables, y a su vez la rc se representa
por elementos finitos. Aunque en este caso el concepto de fe como tal no es
valido. es conveniente definir la interfaz entre elementos finitos e infinitos
como la fe. La formulacion de esta técnica cae dentro del método clisico de
elementos finitos: discretizacién del continuo, suposicién de funciones de forma,

minimizacion de errores mediante residuos ponderados o principios variacionales,
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obtencién de un conjunto de ecuaciones algebraicas que caracterizan el problema,
etc. Consecuentemente, esta técnica permite una solucién directa en un paso del
problema de interaccién suelo-estructura (o de los problemas de impedancia
y de dispersion de ondas en el suelo de fundacion, en el caso de usar un plantea-

miento de subestructuraciéon) conservando ain la flexibilidad del método clisico

de elementos finitos.

FORMULACION DEL PROBLEMA DE INTERACCION
LINEAL SUELO-ESTRUCTURA

Aunque en la prictica el problema de interaccidon dinimica suelo-estructura es
generalmente inelistico (especialmente para el suelo de fundacion), la presente
formulacién se restringe a sistemas tridimensionales lineales elisticos o viscoelas-
ticos. Para éstos se esquematiza una soluciéon directa por elementos finitos/infi-
nitos.

Una vez que un sistema elistico, como el mostrado en Fig. la, se discretiza

en elementos finitos e infinitos, ver Fig. 1b, los desplazamientos u® en ambos

tipos de elementos son aproximados por
u’(x) = N(x)rf 1

donde N°(x) contiene las funciones de forma supuesta en el punto X, y r

contiene los desplazamientos nodales del elemento e, con

g

(N,(x) 0 o |°
Ne(x) =| O N, (x) 0 2
0 0 Ny(x)_

tal que N;(X) contiene las funciones de forma supuestas en el punto x dentro
del elemento e correspondientes a la componente de desplazamiento y(y=u,v,w,).

Para elementos finitos

N;(x) = Nf(x) = N¢(x) 3

Basandose en la linealidad del modelo, la respuesta del sistema se puede
obtener en dos pasos. En el primer paso se obtiene la respuesta del sistema en el
dominio de frecuencias para solicitaciones arménicas del tipo ' ¢, En el segundo,
se obtiene la respuesta en el tiempo mediante sintesis de Fourier sobre el rango
de frecuencias presente en la solicitacién, Entonces, para un sistema sujeto a
solicitaciones dindmicas que pueden ser representadas por un vector de solicita-
ciones de amplitud de Fourier p(w), la solucién de desplazamientos del sistema
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como funcion de frecuencia puede obtenerse* de

K*w)r(w) = p(w)
donde

K*w) = Klw) + iwCw) — w?Mw) 5

se define como la matriz de rigidez dinimica del sistema, tal que K,C, y M
son las matrices de rigidez, amortiguamiento viscoso y masa, respectivamente,

que estin definidas en la manera usual®,

| » .
ELEMENTOS

- INFINITOS
ELEMENTOS / PARA REGION
FINITOS LEJANA(r] )
PARA REGION
CERCANA{rC}

\— FRONTERA EXTERIR { te)

e

(a) (b)

Fig. 1. Fundacion enterrada en un medio semi infinito, (2} Definicién de coordenadas:
x, punto en el espacio; ul(x) = {utx), vix), w(x)], desplazamiento en el punto x;
X = [r, 9, z]. coordenadas cilindricas; x= [x, Y. z], coordenadas rectangulares. (b) Siste-
ma de fundacion discretizado con elementos finitos e infinitos.

Por ejemplo, para el elemento e las matrices de rigidez y de masa cohe-

rentes son

K® =/ [B°)TDeBe dV 6
VG

M® =/ [N°]1Tp°N° dV ;
Ve

respectivamente, donde p® es la densidad de masa del elemento, I)¢ es la matriz

de relaciones constitutivas del elemento, y
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[ 3N./3x O 0 aN,dy 0 aN.jaz]°®
[B°]T = 0 aN, /oy 0 dN,/ax 3N, /az 0 8
0 0 oN,, /o2 0 dNy, /oy ON, /axJ

la cual relaciona deformaciones con desplazamientos nodales en el elemento e

para coordenadas rectangulares tridimensionales.

Si un elemento e se modela con amortiguamiento de naturaleza histerética,

la ec. (5) se modifica como sigue

K@) = |1+ 8 ()| K*(@) - o M () 9

donde B°(w) es la razén de amortiguamiento histerético del elemento e como
funcion de la frecuencia w.

El problema dinimico de interaccién suelo-estructura se reduce entonces
a encontrar la solucion de desplazamientos del sistema como funcion de la
frecuencia, r (w), debida a solicitaciones dinimicas que pueden ser representadas
por un vector de solicitaciones de amplitud de Fourier pfw). Tanto la formu-
lacion del problema como su aplicacion es directa. La definicion apropiada
de elementos infinitos sin embargo requiere especial atencion. Esta materia

es presentada brevemente en la préoxima seccion

ELEMENTOS INFINITOS PARA PROPAGACION LINEAL DE
ONDAS ELASTICAS EN TRES DIMENSIONES

La respuesta dindmica de estructuras enterradas (o superficiales) en medios
semi infinitos envuelve la propagacion de ondas elisticas en tres dimensiones
por lo que es dificil de tratar. Al considerar soluciones analiticas exactas para
medios semi infinitos que vibran libremente en forma arnénica, es evidente que
a través de ellos se propagan diferentes tipos de ondas cada una de las cuales
perturba todas las componentes de desplazamiento. Po1 lo tanto, si se buscan
elementos infinitos que modelen apropiadamente la rl, se deberian desarrollar
diferentes funciones de forma para cada componente de desplazamiento, como
se indica en ec. (2). Aun mis, estas funciones d« forma deberian poder repre-
sentar los diferentes tipos de ondas que se propagan a través del medio.

Para los elementos infinitos que se muestran en Fig. 2, la funcién de inter-

polacibn que proyecta los element.s del sistema de coordenadas globales al

sistema de coordenadas locales, para el nudo j, es

Mg, n) = (1 + §)Lj(n) 10
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(0 € £ < =), donde L; es el polinomio de Lagrange (elemento axisimétrico,
Fig. 2a) o la coordenada triangular de irea (elemento tridimensional, Fig. 2b),
para el nudo j. La funcién de forma para una componente de desplazamiento
tipica, y, y para el nudo j, Ny;, se define en Tabla I. Detalles de la generacién

de las funciones de forma se encuentran en la literatura®.

ol

(a) (b)

Fig. 2. Elementos infinitos de tres nudos. {a) Axisimétrico. {b) Tridimensional.

De acuerdo a como estin definidos, los elementos infinitos son incompa-
tibles e incoherentes con los elementos finitos adyacentes. Sin embargo, el
comportamiento asintético de las funciones de forma indica que cada despla-
zamiento tiene tres componentes diferentes (ver Tabla I). Una componente, que
representa ondas de Rayleigh, vibra en forma retrograda y eliptica en planos

(r, z) con amplitudes que decaen exponencialmente con r(z = constante) vy

con z(r = constante). Las otras dos, una que recpresenta ondas de corte y la
otra que representa ondas compresionales, tienen amplitudes quec decaen ex-
ponencialmente con R(R = Vr? + 2%). Mientras que la componente de onda
de Rayleigh viaja alejandose del eje 2, las componentes de corte y de compre-
sion se alejan del origen. Resultados similares se encuentran en la vibracion
armoénica de un medio semi infinito debido a una fuente oscilatoria normal’.
Entonces, los elementos son capaces de irradiar ondas de Rayleigh, de corte
y de compresion hacia el exterior de la rc y son también capaces de representar
aproximadamente la rigidez dinimica de la rl en problemas que envuelven
propagacion tridimensional de ondas.

En el caso de solicitaciones torsionales con respecto al eje z, es posible
desarrollar elementos infinitos compatibles y coherentes. La funcion de forma
de estos elementos para el nudo j es

Nuj(Evn’ ks) = e (1+ik ;Ry)E L;(n) T

donde Ry es una distancia caracteristica, por ejemplo R(§ = 0,7 = 0), y kg es
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el nimero de propagaciéon de la onda de corte.

TABLA |

FUNCIONES DE FORMA DE DESPLAZAMIENTO PARA ELEMENTOS
INFINITOS DE TRES NUDOS

137

G, = F;' = [£2(r}, 2, kq)]™’

— Los coeficientes CyQJ. son elementos de la matriz:

— Las funciones ny se definen como sigue:

~ Funcién de forma para el desplazamiento y y el nudo j:

Nyslr(g, n)iz( n)i kr s ksikp] = 2 fR1r(E,n); 28, 1) kg ) G

-fyR(h,Zn,kn) fys(rl,zhks)
= fyR(r,,z,,kR) fys(rivzlaks)
fyR (r3!z3rkk) fys(fg,nZ’,kS)

fyp(rl 121, kp)
fyp(fz'zaa kp)

fyp(r3iz3' kp)

Desplazamiento Onda de Rayleigh (f)’:2 ) Onda de corte (fys) Onda de gompresién
) ;)
2ps - —(E+i T o—(E+ikpR)
~ptzl _ __“P —slall a—(14i)kgr | _Z o~ lE+iksR) e—(E+ily
“ lc sz + §? ¢ ¢ R R
v e-plzl €1+ DERY e~ (E+isR) fR
er
2
w e‘P“'__.._%ﬁ_e—’lzl e—(1+idkpr | 2 o—(t+ikgR) 2 - (E+iksR)
k2 + §?
R
" }.R _ e_slxle—(i+i)hkr _ .
¥ k,r

— Definicién de parimetros:

1,0,z
R = \/r2 +2?, coordenada radial.
t.n =
kq
s,p =

coordenadas paramétricas para elementos infinitos.

= pamero de propagacion de onda (Q = R: Rayleigh; S: corte; P: compresion).
/b2 _ k? A
R S,

= coordenadas cilindricas (r =v/x? + y* para coordenadas rectangulares x, y, z).
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EJEMPLO NUMERICO
FUNCIONES DE FLEXIBILIDAD DINAMICA PARA
UNA PLACA CIRCULAR RIGIDA

La geometria del problema es axisimétrica, luego se usan elementos axisimétricos.
Aprovechando las ventajas del método, la placa rigida y la zona del medio
proxima a ella en la rc se modelan con un nimero razonablemente pequefio
de elementos finitos de nueve nudos, y la rl con un nimero aun menor de
elementos infinitos. La fe se define como una superficie hemisférica por
conveniencia. En general, la fe puede definirse en forma arbitraria.

El método se aplico para obtener la respuesta de una placa circular
rigida sobre un medio semi infinito homogéneo, isotropo y elistico, sometida
a solicitaciones arménicas de tipo torsional, vertical, horizontal y de rotacion
vertical. La rc se modelo mediante decinueve elementos finitos y la rl mediante
cuatro elementos infinitos, como se muestra en Fig. 3a. La fe esti localizada
a una distancia de dos radios de placa, medida a partir del eje vertical de la
misma. En las Figs. 3b - f se comparan las funciones de flexibilidad dinimica
obtenidas con las correspondientes soluciones exactas*?®.

Las soluciones numéricas obtenidas con el modelo de elementos finitos
concuerdan con las soluciones exactas. Sin embargo, salvo para el caso torsional,
en los restantes se observa que la discrepancia entre las soluciones numeéricas
y exactas no es uniforme. Esto se debe a la naturaleza incompatible del elemento
infinito usado para resolver los casos de solicitacion vertical, horizontal y de

rotacidon vertical. No obstante, en los ejemplos tratados son menores del 9%.

CONCLUSIONES

Se ha presentado un método directo de elementos finitos/infinitos para el
anilisis lineal elastodinimico (o viscoelastodinamico) de la interaccién suelo-
estructura. Al modelar la regién lejana a la estructura con elementos infinitos
el método permite una reduccién significativa en el tamafio de la malla en
la region cercana a la estructura. Las soluciones se obtuvieron con un pequeifio
namero de grados de libertad, lo que condujo a soluciones econdmicas de
precision satisfactoria. Este método permite tratar ficilmente sistemas estra-

tificados. El problema se reduce esencialmente a la definicion de elementos
infinitos apropiados.
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Fig. 3. Placa circular rigida sujeta a solicitaciones armonicas sobre un medio semi infinito,
homogéneo con ¥ = 1/3. (a) Malla de elementos. (b) Flexibilidad dinimica torsional, CT.
(c) Flexibilidad diniamica vertical, Cy. (d) Flexibilidad dinimica horizontal, CH.
(e) Flexibilidad dinimica rotacional, Cp. (f) Flexibilidad dinimica de acoplamien-
to, CHM Y CMH.
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DIRECT FINITE ELEMENT METHODS FOR LINEAR SOIL-STRUCTURE INTERACTION

SUMMARY

A dirzct method for solving dynamically excited structures on elastic semi infinite media is
presented. The method consists of modeling the near field with finite elements and the far
field with infinite elements. Frequency dependent infinite elements are also presented to
represent the far field dynamic stiffness. The elements are capable of carrying energy out
of the near field in the form of Rayleigh, shear and compressional elastic waves. The method
is successfully applied to find the compliance functions of a rigid circular plate subjected
to harmonic loading on semi infinite media. By using infinite elements, the size of the near
field may be kept small, yielding inexpensive solutions.





